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EQUAZIONI ELLITTICHE IN FORMA DIVEREGENZA

1. INTRODUZIONE
Siano Q un aperto in RY, f € L'(Q) ed
Fi(x)
Fl)=1
Fy(z)
un campo vettoriale in L%(Q; R?). Diciamo che una funzione u € H'(2) & una soluzione debole del problema
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
se
/ Vu - A(x)[Vv]t dx = / fx)vde — / F(z)-Vvdz per ogni v e HHRQ).
In seguito Suppgrremo che la matrice ? ?
an(z) ... ape(x)
A =| :+
ag1(z) ... agqa(z)
sia una matrice a coefficienti variabili con le seguenti proprieta:
e i coefficienti di A sono funzioni Hélder continue:
ai;j € C%*(Q) per ogni coppia di indici 1<14,j <d.
e A ¢ simmetrica:
aij; =aj - Q=R per 1<i4,5<d,
e A ¢ uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, ovvero esistono costanti 0 < ¢ < C tali che

cld< A(z) <CId perogni ze€.

2. OPERATORI A COEFFICIENTI COSTANTI

Proposizione 1. Sia

ar aid
A= :
ad1 add
una matrice simmetrica (a coefficienti reali). Siano A\ (A), ..., Aq(A) gli autovalori della matrice A e siano

{ < L due costanti positive. Allora, sono equivalenti:
(i) £<N(A) <L, perognii=1,...,d;
(ii) £Id < A < L1d, dove ricordiamo che date due matrici simmetriche M ed N, diciamo che M < N, se

v'Mv < v'Nv per ogni vettore v € RY.

Proposizione 2. Sia

A=

aqy .- - QAdd
una matrice simmetrica (a coefficienti reali) tale che

/Id< A< LId dove 0<l{<L<+x.

Allora, per ogni Br C R? abbiamo
Byr C A(BR) C Brrg.
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Proposizione 3. Sia

A=
g1 .- Ggq
una matrice simmetrica (a coefficienti reali) tale che
lId< A< LId dove 0<l{<L<+x.
Sia U la matrice unitaria tale che
A= UtD()\h...,)\d) U,
dove D(\1,...,Aq) € la matrice diagonale
Ao 0
DX\, ) = | ¢ o
0 ... X
Allora, la matrice
B:=U'D ()\1_1/2, . .,A;VQ) U
e una matrice simmetrica tale che:
e BAB =1d;
e L7/Pld< B</(1d.

3. CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI

Proposizione 4. Siano B una matrice simmetrica a coefficienti costanti e
a11(z) ... arq(x)
A(r) = : :
ag1(z) ... agqe(x)
una matrice simmetrica a coefficienti variabili.

(i) Date due funzioni ¢ € CX(Q) e u € HY(Q) consideriamo le funzioni ¢ € C°(B(Q) e v € HY(B(Q))
definite da

p(@) =w(Bx) e ulx)=v(Ba).
Allora,
[ vema@Tu) de = g [ v (BAB ) B)Tew) iy
(ii) Se le funzioni
FeL*(Q) e geL*(B(Q)
sono tali che
f(z) = g(Bz) per ogni x € Q.
Allora,

1
/Q @) ole) di = /B o VI

F € L*(Q;RY) e G € L*(B(Q);R%)

(iii) Se i campi vettoriali

sono tali che
F(x) = B|G(Bx)] per ogni x € Q.
Allora,

1
/Q P F @) e = g | vwaw



In particolare, se u é soluzione di
—div(AVu) = f+divF in Q,
allora v ¢ soluzione di _
—div(AVv) =g +divG in B(Q),
dove _
A(z) = BA(B™'z)B per ogni x € B(Q).

4. SULLA VARIAZIONE DELLA MATRICE A

Proposizione 5. Sia
a11(x) ... arq(x)
A(r) = : .
ag1(z) ... agqe(x)
una matrice simmetrica a coefficienti variabili tale che
0Id < A(z) < LId per ogni x € Q,

dove 0 < £ < L < +o0. Se le funzioni a;; sono in C%*(Q), allora per ogni xo € Q ed ogni raggio p > 0 tale che
B,(z0) € Q esiste una costante, esiste una costante C'4 > 0 tale che

(1—Calz —y|*) Az < Ay < (14 Calz —y|*) A, per ogni z,y € B,(x).
In particolare, se Ay, =1d, allora

(1—C'A\x—xo|a) Id< A, < (1+CA|x—x0\°‘) Id per ogni x € By(zo).
e quindi

(1—Car®) / |Vop|? dx < / Vo(z) Ay [Vo(z)]" do < (1+ Car®) / |Vop|? dz,
B,«(wo) B'r(xO)

B (z0)

per ogni v < p e per ogni ¢ € H'(B,(z0))-
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